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 الفضاء الاتجاهي
تحت عمليتي الجمع والضرب بحيث  𝐹معرفة على المجال ) الحقل ( 𝑉هو مجموعة غير خالية من المتجهات 

 تحقق الشروط الآتية:

, 𝑢إذا كان لدينا  𝑣 , 𝑤 ∈ 𝑉  و𝛼 , 𝛽 ∈ 𝑅  :فإن 

1) 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑉 
2) 𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢 
3) (𝑢 + 𝑣) + 𝑤 = 𝑣 + (𝑢 + 𝑤) 
4) 𝑢 + 0 = 𝑢 
5) 𝑢 + (−𝑢) = 0 
6) 𝛼𝑢 ∈ 𝑉 
7) (𝛼𝛽)𝑢 = 𝛼(𝛽𝑢) 
8) 𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣 
9) (𝛼𝛽)𝑢 =  𝛼𝑢 + 𝛼𝑢 

10) 1 . 𝑢 = 𝑢 

 أنواع الاتجاهات الفضائية:

 𝑅𝑛فضاء الأعداد الحقيقية  .1
 𝑀𝑚×𝑛فضاء المصفوفات  .2
 𝑝𝑛فضاء متعددات الحدود  .3
,𝐶[𝑎فضاء الدوال المتصلة  .4 𝑏] 

   𝑾الفضاء الجزئي: 

 تحقق شرطين هما: 𝑉مجموعة غير خالية من  𝑊إذا كانت  𝑉فضاء جزئي من الفضاء الاتجاهي  𝑊نقول أن 

1) ∀ 𝑢 , 𝑣 ∈ 𝑊 → 𝑢 + 𝑣 ∈ 𝑊 
2) ∀ 𝑢 ∈ 𝑊 , 𝛼 ∈ 𝑅 → 𝛼𝑢 ∈ 𝑊 ∈ 𝑉 
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 : 1مثال

𝑊هل  = {(𝑥, 𝑦, 1) ∶ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅}  فضاء جزئي من𝑅3. 

𝑙𝑒𝑡; 
𝑢 = (𝑥1, 𝑦1, 1) ∶  𝑥1, 𝑦1 ∈ 𝑅 
𝑣 = (𝑥2, 𝑦2, 1) ∶  𝑥2, 𝑦2 ∈ 𝑅 

1. 𝑢 + 𝑣 = (𝑥1, 𝑦1, 1) + (𝑥2, 𝑦2, 1) = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2, 2) ∉ 𝑊 

 : 2مثال

𝑊هل  = {(𝑥, 𝑦) ∶ 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥  .𝑅2فضاء جزئي من  {0

𝑙𝑒𝑡; 
𝑢 = (𝑥1, 𝑦1)  ∶   𝑥1 ≥ 0, 𝑦1 ≥ 0 
𝑣 = (𝑥2, 𝑦2)  ∶    𝑥2 ≥ 0, 𝑦2 ≥ 0 

1. 𝑢 + 𝑣 = (𝑥1, 𝑦1) + (𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2) ∈ 𝑊 
2. 𝛼 ∈ 𝑅 → 𝛼𝑢 = (𝑥1, 𝑦1) = (𝛼𝑥1, 𝛼𝑦1) ∉ 𝑊 

 : 3مثال

𝑊هل  = {(
𝑎 0
1 𝑏

) ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅} فضاء جزئي من𝑀2×2. 

𝑙𝑒𝑡; 

𝑢 = (
𝑎1 0
1 𝑏1

) ∶ 𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝑅 

𝑣 = (
𝑎2 0
1 𝑏2

) ∶ 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝑅 

1. 𝑢 + 𝑣 = (
𝑎1 0
1 𝑏1

) + (
𝑎2 0
1 𝑏2

) = (
𝑎1 + 𝑎2 0

2 𝑏1 + 𝑏2
) ∉ 𝑊 
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 : 4مثال

𝑊هل  = {𝑎0 − 𝑎1𝑥 + 2𝑎1𝑥2 ∶ 𝑎0, 𝑎1 ∈ 𝑅}  فضاء جزئي من𝑝2. 

𝑙𝑒𝑡; 
𝑝(𝑥) = 𝑏0 − 𝑏1𝑥 + 2𝑏1𝑥2 ∶ 𝑏0, 𝑏1 ∈ 𝑅 
𝑞(𝑥) = 𝑐0 − 𝑐1𝑥 + 2𝑐1𝑥2 ∶ 𝑐0, 𝑐1 ∈ 𝑅 

1. 𝑝(𝑥) + 𝑞(𝑥) = 𝑏0 − 𝑏1𝑥 + 2𝑏1𝑥2 + 𝑐0 − 𝑐1𝑥 + 2𝑐1𝑥2  
= (𝑏0 + 𝑐0) − (𝑏1 + 𝑐1)𝑥 + (2𝑏1 + 2𝑐1)𝑥2 ∈ 𝑊 

2. 𝛼 ∈ 𝑅 → 𝛼𝑝(𝑥) = 𝛼(𝑏0 − 𝑏1𝑥 + 2𝑏1𝑥2) = 𝛼𝑏0 − 𝛼𝑏1𝑥 + 2𝛼𝑏1𝑥2 ∈ 𝑊 

 : 5مثال

𝑊هل  = {𝑓: 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)}  فضاء جزئي من𝐹: 𝑅 → 𝑅. 

𝑙𝑒𝑡; 
𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) 
𝑔(−𝑥) = 𝑔(𝑥) 

1. (𝑓 + 𝑔)(−𝑥) = 𝑓(−𝑥) + 𝑔(−𝑥) =  𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = (𝑓 + 𝑔)(𝑥) ∈ 𝑊 
2. 𝛼 ∈ 𝑅 → (𝛼𝑓)(−𝑥) = 𝛼𝑓(−𝑥) = 𝛼𝑓(𝑥) = (𝛼𝑓)(𝑥) ∈ 𝑊 

 : 6مثال

𝑊هل  = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∶  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 =  .𝑅3فضاء جزئي من  {0

𝑙𝑒𝑡; 
𝑢 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) ∶  𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1 = 0 
𝑣 = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) ∶  𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 0 

1. 𝑢 + 𝑣 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) + (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) 
= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2) + (𝑐1 + 𝑐2) = (𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1) + (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) ∈ 𝑊 

2. 𝛼 ∈ 𝑅 → 𝛼𝑢 = 𝛼(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) = (𝛼𝑎1 + 𝛼𝑏1 + 𝛼𝑐1) = 𝛼(𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1) ∈ 𝑊 



 

 

ي                             أ.عُمر علي بن ساس                                                                  الباب الخامس )الفضاء الاتجاهي( 4

 2024خريف 

 : 7مثال

𝑊هل  = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∶  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≤  .𝑅3فضاء جزئي من  {1

𝑙𝑒𝑡; 
𝑢 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) ∶  𝑎1

2 + 𝑏1
2 + 𝑐1

2 ≤ 1 
𝑣 = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) ∶  𝑎2

2 + 𝑏2
2 + 𝑐2

2 ≤ 1 

1. 𝑢 + 𝑣 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) + (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) 
                        = (𝑎1 + 𝑎2)2 + (𝑏1 + 𝑏2)2 + (𝑐1 + 𝑐2)2

= (𝑎1
2+2𝑎1𝑎2 + 𝑎2

2 + 𝑏1
2 + 2𝑏1𝑏2 + 𝑏2

2 + 𝑐1
2 + 2𝑐1𝑐2 + 𝑐2

2) 
 

= (𝑎1
2 + 𝑏1

2 + 𝑐1
2) + (𝑎2

2 + 𝑏2
2 + 𝑐2

2) + (2𝑎1𝑎2 + 2𝑏1𝑏2 + 2𝑐1𝑐2) ∉ 𝑊 

 : 8مثال

𝑊هل  = {(𝑎, 𝑏, 𝑐) ∶  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅   ,   𝑏 = 𝑐 =  .𝑅3فضاء جزئي من  {0

𝑙𝑒𝑡; 
𝑢 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) ∶  𝑏1 = 𝑐1 = 0 
𝑣 = (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) ∶  𝑏2 = 𝑐2 = 0 

1. 𝑢 + 𝑣 = (𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) + (𝑎2, 𝑏2, 𝑐2) 
= (𝑎1 + 𝑎2) + (𝑏1 + 𝑏2) + (𝑐1 + 𝑐2) 
→ 𝑏1 + 𝑏2 = 0 , 𝑐1 + 𝑐2 = 0 ∈ 𝑊 

2. 𝛼 ∈ 𝑅 → 𝛼𝑢 = 𝛼(𝑎1, 𝑏1, 𝑐1) = (𝛼𝑎1 + 𝛼𝑏1 + 𝛼𝑐1) → 𝛼𝑏1 = 0 , 𝛼𝑐1 = 0 ∈ 𝑊 

 : 9مثال

𝑊هل  = {𝑓: 𝑓(3) = :𝐹فضاء جزئي من  {0 𝑅 → 𝑅. 

𝑙𝑒𝑡; 

𝑓(3) = 0   ,  𝑔(3) = 0 

1. (𝑓 + 𝑔)(3) = 𝑓(3) + 𝑔(3) =  0 ∈ 𝑊 
2. 𝛼 ∈ 𝑅 → (𝛼𝑓)(3) = 𝛼𝑓(3) = 0 ∈ 𝑊 
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 :والارتباط الخطي الاستقلال الخطي

,𝑣1لتكن لدينا  𝑣2, 𝑣3 … … … … 𝑣𝑛 ∈ 𝑅𝑛  فإن المتجه𝑣  هو تركيبة خطية للمتجهات السابقة إذا وجدت قيم
𝑘𝑖 :بحيث أن 

𝑘1𝑣1 + 𝑘2𝑣2 + 𝑘3𝑣3 + ⋯ + 𝑘𝑛𝑣𝑛 = 0 

 

 لمعرفة الاستقلال والارتباط.هناك طريقتين 

 طريقة المصفوفة المختزلة : (1

تعتمد هذه الطريقة على تحويل مصفوفة المتجهات إلى مصفوفة الوحدة فإذا استطعنا الحصول على مصفوفة 
 ستقلة خطيًا وإلا فهي مرتبطة.مالوحد فإن المتجهات 

 طريقة المحددات: (2

0نقوم بإيجاد محدد مصفوفة المتجهات فإذا كان المحدد   ستقلة وإلا فهي مرتبطة.مفإن المتجهات  ≠

 :11مثال

,𝑣1(2,1,1)هل المتجهات  𝑣2(−1,3,1), 𝑣3(1, −2,  مستقلة خطيًا أو لا. (3−

 باستخدام طريقة اختزال المصفوفة:  :الحل الأول

 صفوفة المتجهات إلى مصفوفة الوحدةمنحول 

[
2 −1 1
1 3 −2
1 1 −3

] →→→→ [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 استطعنا الوصول إلى مصفوفة الوحدة فهنا يكون لدينا الحل الصفري 

𝑘1 = 𝑘2 = 𝑘3 = 0 
 نستطيع القول ان هذه المتجهات مستقلة خطيًا.
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 باستخدام المحددات. :الحل الثاني

|
2 −1 1
1 3 −2
1 1 −3

| ≠ 0 

 المحدد لا يساوي صفر نقول أن المتجهات مستقلة خطيًا.

 :11مثال

,𝑣1(7هل المتجهات  −4,1), 𝑣2(2,1, −1), 𝑣3(1,  مستقلة خطيًا أو لا. (2,1−

 باستخدام طريقة اختزال المصفوفة:  :الحل الأول

 نحول مصفوفة المتجهات إلى مصفوفة الوحدة

[
7 2 1

−4 1 −2
1 −1 1

] →→→→ [
1 −1 1
0 −3 2
0 0 0

] 

 تحصلنا على صف صفري تكون هذه المتجهات مرتبطة خطيًا

 باستخدام المحددات. :الحل الثاني

|
7 2 1

−4 1 −2
1 −1 1

| = 0 

 المحدد يساوي صفر نقول أن المتجهات مرتبطة خطيًا.

 التركيبة الخطية:

,𝑣1لتكن لدينا  𝑣2, 𝑣3 … … … … 𝑣𝑛 ∈ 𝑅𝑛  فإن المتجه𝑣  هو تركيبة خطية للمتجهات السابقة إذا وجدت قيم
𝑘𝑖 :بحيث أن 

𝑘1𝑣1 + 𝑘2𝑣2 + 𝑘3𝑣3 + ⋯ + 𝑘𝑛𝑣𝑛 = 𝑣 

 :12مثال

𝑣أكنب المتجه  = (1, ,𝑒1(1,1,1)كتركيبة من المتجهات  (2,5− 𝑒2(1,2,3), 𝑒3 = (2, −1,1) . 

(
1 1 2
1 2 −1
1 3 1

|
1

−2
5

) →→→ (
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
−6
3
2

) 
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 بطريقة جاوس للحذف استطعنا الحصول على مصفوفة الوحدة إذًا للمصفوفة حل وحيد 

𝑣 = −6𝑒1 + 3𝑒2 + 2𝑒3 

 :13مثال

𝑣هل المتجه  = (2, ,𝑒1(1كتركيبة من المتجهات  (5,3− −3,2), 𝑒2(2, −4, −1), 𝑒3 = (1, −5,7) . 

(
1 2 1

−3 −4 −5
2 −1 7

|
2

−5
3

) →→→ (
1 0 3
0 1 −1
0 0 0

|

1
1

2⁄

3
2⁄

) 

 𝑣في هذه الحالة لم نتحصل على مصفوفة وحدة بل تحصلنا غلى صف صفري فبهذا يمكننا القول أن المتجه 
,𝑒1ليس تركيبة خطية للمتجهات  𝑒2, 𝑒3. 

 :14مثال

𝑝(𝑡)هل يمكن كتابة متعددة الحدود   = 𝑡2 + 𝑡 +  كتركيبة خطية من متعددات الحدود   1

𝑒1 = 𝑡2 + 2𝑡 + 3    , 𝑒2 = 𝑡 + 2       , 𝑒3 = −𝑡2 + 1 . 

(
1 0 −1
2 1 0
3 2 1

|
2

−5
3

) →→→ (
1 0 −1
0 1 2
0 0 0

|
1

−1
0

) 

هذه المعادلات الخطية يظهر لنا صف بالكامل أصفار هذا ما يدل على وجود على عدد لانهائي من حل بعد 
𝑧ع بوض الحلول = 𝑘 →→ 𝑥 = 1 + 𝑘 →→ 𝑦 = −1 − 2𝑘                  

𝑝(𝑡) = (1 + 𝑘)𝑒1 + (−1 − 2𝑘)𝑒2 + 𝑘𝑒3 

 :15مثال

𝐸أكتب المصفوفة  = (
3 1
1 −1

 كتركيبة خطية من المصفوفات  (

𝐴 = (
1 1
1 0

) , 𝐵 = (
0 0
1 1

) , 𝐶 = (
0 2
0 −1

) 

𝑘1 (
1 1
1 0

) + 𝑘2 (
0 0
1 1

) + 𝑘3 (
0 2
0 −1

) = (
3 1
1 −1

) 

𝑘1 = 3 →→ 𝑘2 = −2 →→ 𝑘3 = −1 
𝐸 = 3𝐴 − 2𝐵 − 𝐶 
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 تمارين على الفصل الخامس)الفضاء الاتجاهي(

 

𝑊هل  (1 = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∶  |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| =  . 𝑀2×2فضاء جزئي من  {0

𝑊هل  (2 = {𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ∶  𝑡𝑟(𝐴) =  𝑀2×2فضاء جزئي من  {0

𝑊هل  (3 = {(𝑥 + 𝑦 + 𝑧): 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑅 , 𝑥2 − 𝑧2 =  . 𝑅3فضاء جزئي من  {0

,𝜆)التي تجعل مجموعة المتجهات 𝜆أوجد قيم  (4 −1, −1), (−1, 𝜆, −1), (−1, −1, 𝜆)  غير مستقلة
 خطيًا.

,7) المتجهات هل (5 −4,1), (2,1, −1), (1, باستخدام المصفوفة  .أو لا خطيًا مرتبطة (2,1−
 المختزلة.

𝑊هل  (6 = {(𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4): 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4 ∈ 𝑅 , 𝑥1 + 3𝑥4 = 0, 𝑥2 = 𝑥3}  فضاء

 . 𝑅4جزئي من 

𝑊هل  (7 = {𝑎0 + 𝑏0𝑥 + 𝑐0𝑥2 ∶ 𝑎0, 𝑏0, 𝑐0 ∈ 𝑅, 𝑎0 + 2𝑏0𝑥 − 𝑐0𝑥2 = فضاء جزئي  {1

 .𝑝2من 

 


